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Recenzja pracy doktorskiej Pani mgr Renaty Malejki

»Stabilnosé uogdlnien réwnania Frécheta”

Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana w Instytucie Matematyki Uniwer-
sytetu Pedagogicznego im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie pod opieka naukows prof.
dra hab. Janusza Brzdgka (promotor gléwny) i dra Zbigniewa Lesniaka (promotor pomocniczy).

1. Struktura rozprawy

Rozprawa liczy 73 strony i jest podzielona na pieé¢ rozdziatéw:

1. Stabilno$¢ w sensie Ulama

2. Stabilno$¢ uogélnionego réwnania Frécheta
3. Stabilnosé¢ na zacie$nionej dziedzinie

4. Rozwigzania

5. Zastosowania i przyklady

Rozdzialy pierwszy i piaty sa podzielone na dwa podrozdzialy, za$ rozdzial trzeci na trzy pod-
rozdzialy. Bibliografia liczy 59 pozycji. Rozdzial pierwszy ma charakter wprowadzajacy w tema-
tyke pracy. Autorka prezentuje w nim podstawowe pojecia i fakty z zakresu stabilnoéci réwnan
funkcyjnych oraz omawia niektére znane wyniki powiazane z tematyka rozprawy. W kolejnych
czterech rozdzialach zostaly przedstawione gléwne wyniki pracy.

2. Charakterystyka gtéwnych wynikéw rozprawy

Jak juz wezesniej wspomnialem, gléwne wyniki rozprawy sg zamieszczone w rozdzialach II-V.
Rozdziat drugi, opracowany w oparciu o wyniki zawarte w pracy:

e Bahyrycz A., Brzdek J., Jablonska E., Malejki R., Ulam’s stability of generalization of
the Fréchet functional equation, J. Math. Anal. Appl. 442 (2) (2016), 537-553,

poswigcony jest problemowi stabilno$ci uogélnionego réwnania Frécheta
l
(1) Flx1+..+z5) = ZFi(F(pi(xl, wyp))) dla zg,...,3 € X,
i=1

gdzie [, s, sg ustalonymi dodatnimi liczbami catkowitymi, (X, +) jest grupa przemienna, Y jest
przestrzeniag Banacha nad cialem K € {R, C}, funkcje I'1,...,I: Y — Y, p1,...,p : X" — X oraz
D: X" —Y sa dane, zas§ F': X — Y jest szukana funkcja. Gléwnym wynikiem tego rozdziatu
jest twierdzenie 2.1. Jego dowdd w znacznej mierze oparty jest na zastosowaniu twierdzenia 1.1.

Dalsze rezultaty zostaly przedstawione w postaci wnioskéw z twierdzenia 1.2. Dotycza one m.
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in. stabilnosci niejednorodnych wersji réwnania (1) (wnioski 2.1 i 2.3), hiperstabilno$ci réwnania
(1) (wniosek 2.2) oraz charakteryzacji przestrzeni unitarnych (wnioski 2.4 i 2.5).

W rozdziale trzecim zbadany zostal problem stabilno$ci réwnania

(2) AiF(z+y+2)+ AsF(z) + A3F (y) + AsF(z) = AsF(z +y) + AeF(z + 2) + A7F(y + 2)
na zacie$nionej dziedzinie. Gléwne rezultaty tego rozdzialu przedstwiono w twierdzeniach 3.1,
3.3 1 3.4 odnoszacych si¢ do przypadkéw, odpowiednio,:

o Ay + A3+ Ay #0,

e Ay + Ay + A3 #£0,

e Ag+ A7 — Ay — A3 # 0.
Do gléwnych wynikéw tej czesci rozprawy nalezy takze zaliczy¢ twierdzenie 3.5 oraz wynikajace
z niego wnioski 3.3 1 3.4 dotyczace, odpowiednio, hiperstabilnoéci réwnania (2) i charakteryzacji
przestrzeni unitarnych. Dowody twierdzenia 3.1 oraz twierdzen 3.3-3.5 opieraja na podobnych

schematach, w ktorych kluczowa odgrywa twierdzenie 1.1. Wyniki zamieszczone w tym rozdziale
pochodza z artykuléw:

e Brzdek J., Lesniak Z., Malejki R., On the generalized Fréchet functional equation with
constant coefficients and its stability, Aequationes Math. 92 (2018), 355-373,

e Brzdek J., Leéniak Z., Malejki R., On the stability of a generalized Fréchet functional
equation with respect to hyperplanes in the parameter space, Symmetry 13 (3) (2021),
art. ID 384, 21 pages

oraz
e Malejki R., Stability of a generalization of the Fréchet functional equation, Ann. Univ.
Pedagog. Crac. Stud. Math. Math. 14 (2015), 69-79.

Rozdzial czwarty, oparty na rezultatach pochodzacych z prac:

e Bahyrycz A., Brzdek J., Jablonska E., Malejki R., Ulam’s stability of generalization of
the Fréchet functional equation, J. Math. Anal. Appl. 442 (2) (2016), 537-553

oraz
e Brzdek J., Le$niak Z., Malejki R., On the generalized Fréchet functional equation with
constant coefficients and its stability, Aequationes Math. 92 (2018), 355-373,

dotyczy postaci rozwigzan réwnan (2) oraz
(3)  flzty+z)=arf(z)+af(y) +asf(2) +asf(x+y) +asf(z +2) +asf(y + 2).
Twierdzenie 4.1, bedace gléwnym wynikiem tego rozdziatu, podaje warunek dostateczny na to,
aby kazde rozwigzanie réwnania (2), spelniajace warunek F(0) = 0, byto funkcja addytywna.
W rozdziale piatym przedstawione zostaly zastosowania oszacowan uzyskanych w twierdze-
niach 3.3 i 3.4. Szczegdlna uwage poswiecono przypadkowi, gdy funkcja kontrolna jest postaci
L(z,y,2) = [|=]” + [lyll” + |[=|]” dla =z,y,z € X,

gdzie (X, || - ||) jest przestrzenia unormowana, za$ p jest ustalong dodatnig liczba rzeczywista.
3. Ogéblna ocena pracy

Wyniki przedstawione w rozprawie w naturalny sposéb wpisuja sie w nurt badan nad proble-
mem stabilnoéci réwnan funkeyjnych. Ich poziom merytoryczny nie budzi zastrzezen. Natomiast
pewng stabodcig pracy jest fakt, ze dowody wiekszosci twierdzen przebiegaja wedlug tego same-
go schematu, prowadzacego do zastosowania twierdzenia 1.1. Wedlug mnie na etapie redakcji

mozna (i warto) bylo wyodrebni¢ pewne czeéci wspélne rozumowan wystepujacych w dowodach,
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sformulowac je w postaci lematéw, a nastepnie odwolywac sie do nich w odpowiednich fragmen-
tach dowodéw. Uwaga ta dotyczy m. in. monotonicznosci operatora A, oszacowan (3.23), (3.43)
i (3.62), zbieznosci szeregu > o2 A"e(x), czy tez indukcyjnych dowodéw nieréwnosci (3.25),
(3.45) i (3.64).

Poza wynikami dotyczacymi stabilno$ci uogélnien rownania Frécheta, na uwage zastuguja
rezultaty podajace postac¢ rozwigzan rownan (2) i (3), a w szczegdlnosei twierdzenie 4.1.

Rozprawa napisana jest w sposob przejrzysty, a poszczegélne fragmenty rozumowan sg z reguly
precyzyjnie uzasadniane. Wystepujace w pracy usterki sa szczegdélowo omowione w dalszej czeSci
recenzji.

W mojej ocenie istotng kwestia jest fakt, ze zdecydowana wigkszo$¢ wynikéw przedstawio-
nych w rozprawie pochodzi z czterech prac naukowych, przy czym tylko w jednym przypadku
Pani mgr Malejki jest jedyna autorka artykulu. Wobec tego, wskazane byloby w miare pre-
zyzyjne okreslenie wkladu autorki w pozostale trzy prace. Na podstawie informacji zawartych
w rozprawie nie sposéb tego rozstrzygnac.

4. Uwagi szczegbdlowe
Przejde teraz do szczegblowego omowienia usterek wystepujacych w pracy.

1. Na s. 16 w wierszach 2-3, zamiast L;(z) powinno byé A; (dwukrotnie).
2. Na s. 21, w wierszach 4-5, powinno by¢:
» - (z liczbg x = —1). Ponadto, dla zbioru M postaci (2.23), tj.

M = {pm €ex : m € (K,o0) NQ},”

3. Na s. 25 warto wyraznie okresli¢, ze chodzi o nastepujace przypadki:

przypadek (I) As + A3z + Ay # 0,

przypadek (II) Ay 4+ Ag + Ag # 0, itd.

4. Na s. 26, w (3.13) zamiast f powinno by¢ F.

5. Nas. 29, w (3.24) i (3.25) oraz w wierszach 10 i 8 od dotu, powinno by¢ ,,z € D\ {0}".
6. Na s. 31, w wierszu 17, zamiast ,,(3.17)” powinno by¢ ,(3.18)”.

7. Na s. 32 komentarz przed twierdzeniem 3.2 nie jest precyzyjnie sformulowany. Zalozenia
twierdzenia 3.2 nie wykluczaja sytuacji, w ktérej (X, +) jest grupa i 0 € D. Wobec tego, nie jest
jasne jaka jest roznica miedzy twierdzeniem 3.1 a twierdzeniem 3.2.

8. Na s. 33, w tytule podrozdziatu powinno by¢: ,Przypadki (II) i (V)”. Ponadto, w wierszu
2 od dotu powinno byé: ,pozostale przypadki: (I1I), (IV), (VI) i (VII)”.

9. Na s. 35, w wierszach 5-3 od dotu, zamiast ,.b” powinno by¢ ,d”.

10. Na s. 38, w wierszach 16-17 powinno by¢: ,, ... F' jest jedynym rozwigzaniem réwnania (2)
spelniajagcym (3.50)”.

11. Na s. 45, w drugim zdaniu dowodu twierdzenia 3.5 zamiast ,réwnanie (2)” powinno by¢
,nieréwnosé (3.74)”. Ponadto (3.77) ma bledna postac.

12. Na s. 50, w ostatnim wierszu, zamiast ,,0;” powinno by¢ ,.5,,”.

13. Na s. 55-57, termin ,Propozycja” jest niefortunny.

14. Na s. 58, dowdd twierdzenia 4.1 nalezy rozpoczac od zalozenia, ze A; # A; dla pewnych
i, € {1,...; 7}

15. Na s. 59, w ostatnim zdaniu dowodu twierdzenia 4.1 zamiast ,jesli A; # A9” powinno
byé ,poniewaz A; # As”. Brak wzmianki o tym, ze skoro Ay = A3 = A5 = A7 1 Ay = Ay = A

oraz, z zalozenia, nie wszystkie wspélczynniki sg rowne, to A # As.
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16. Wniosek 4.5 warto krotko uzasadnié, podobnie jak stwierdzenie na na s. 60, w wierszach
13-11 od dotu.

17. W dowodzie wniosku 5.1 korzysta sie z propozycji 4.2 i twierdzenia 4.1. Pierwszego z tych
wynikéw wymaga zalozenia (4.7). Warto uzasadni¢ dlaczego jest ono spetnione.

18. Na s. 64, w rozumowaniu przedstawionym w wierszach 1-5 korzysta sie z wniosku 5.2. Nie

Jjest jasne dlaczego pominiety zostal parametr 3y, ktéry w tym przypadku ma wartoéé %

19. Argumenty przedstawione w podrozdziale 5.2 warto uja¢ w formie oddzielnych uwag lub
przykladéw. Wéwczas rozwazania beda bardziej przejrzyste.

20. Odwotujac si¢ do wezesniejszych wynikéw, méwimy o ,twierdzeniu” (,wniosku”), a nie o
sTwierdzeniu” (,,Wniosku”).

5. Konkluzja

Rozprawa doktorska Pani magister Renaty Malejki zawiera szereg wynikéw dotyczacych pro-
blemu stabilnosci uogélnien réwnania Frécheta oraz postaci rozwigzan takich réwnan. Zaréwno
poziom merytoryczny wynikow zamieszczonych w rozprawie, jak i sposéb ich prezentacji nie
budzg zastrzezen. Wymienione przeze mnie usterki nie wplywaja w sposéb istotny na ocene
merytoryczne]j zawartosci rozprawy. Uwazam, ze spelnia ona zaréwno zwyczajowe wymagania
stawiane pracom doktorskim, jak réwniez wymagania ustawowe.

Jak juz wspomiatem wczesniej, wiekszos¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie pochodzi
z czterech artykuléw naukowych, przy czym tylko w jednym przypadku Pani Malejki jest jedyna
autorka pracy. W mojej ocenie wskazane byloby wiec jasne okreslenie wkladu autorki w pozostale
trzy artykuty. Na podstawie informacji zawartych w rozprawie nie jestem w stanie rozstrzygnaé
tej kwestii.

Podsumowujac, wnioskuje¢ o dopuszczenie Pani magister Renaty Malejki do dalszych
etap6éw przewodu doktorskiego.
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