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1. Uwagi dotyczace zawartosci merytorycznej.

Oceniana rozprawa dotyczy, zgodnie z tytutem, zastosowania réwnan i
nieréwno$ci funkcyjnych w teorii uzytecznosci. Teoria uzytecznosci, wpro-
wadzona bodaj przez Johna von Neumanna i Oskara Morgensterna w ich
,biblii” ekonomii matematycznej Theory of Games and Economic Behavior,
w ktorej rozpatrywali relacje preferencji i pokazali, ze pod pewnymi zatoze-
niami mozna taka relacje scharakteryzowaé przy pomocy funkcji U, zwanej
funkcja uzytecznosci. Doktadniej U jest okreslona na zbiorze alternatyw X i
spetnia rownowaznosé (1.1) (tutaj i w dalszym ciagu odwotuje sie do numera-
¢ji w ocenianej rozprawie). W istocie Morgenstern i von Neumann stworzyli
model zwany teoria uzytecznosci oczekiwanej (ezpected utility theory), gdzie
U : L>*(S,F,P) — R jest postaci (1.2), zas u : R — R jest rosnaca funk-
cja ciagla, zwang funkcja uzytecznosci Bernoulliego. Dowodzi sie, ze u jest
wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscig do przeksztalcenia afinicznego.

Funkcje uzytecznosci odgrywaja wiec doniosta role w ekonomii. Jeszcze
bardziej widoczna jest ich rola w matematyce ubezpieczeniowej. Jak pisza
Newton L. Bowers jr. i in. w pozycji [6] (str. 10), jesli G > H > u, gdzie
G oznacza maksymalna kwote, ktora ubezpieczajacy jest gotow zaplaci¢ za
ryzyko poniesienia straty X, H jest minimalng sktadka, ktora gotow jest
przyja¢ ubezpieczyciel za polise na te sama strate, zas p = E(X) jest oczeki-
wang stratg srednig, to kontrakt jest mozliwy. Powyzsza nieréwnos¢ uzyskuje
sie korzystajac z nierownosci Jensena i biorac pod uwage funkcje uzyteczno-
Sci klienta i ubezpieczyciela, ktore sg rosnace, ciagte i wkleste. Mozna by
powiedzie¢, ze tak jak w znanej piosence ,money makes the world go round”
tutaj ,utility makes the insurance possible”.

W istocie, to wtadnie wyznaczaniem sktadek czyli wycena kontraktéw
ubezpieczeniowych Autor przedlozonej rozprawy zajmuje sie w ciggu calej
pracy. W Rozdziale 1.3 podaje najbardziej popularne sktadki (netto, warto-
Sci oczekiwanej, wariancji, odchylenia standardowego czy wykladnicza) - te
sktadki sg wyznaczane w oderwaniu od funkcji uzytecznosci. Natomiast przy
uzyciu funkcji uzytecznosci z odpowiednich réownan wyznacza sie sktadke
(z punktu widzenia klienta) (por. (1.10) - skladka wartosci $redniej, (1.12) -
sktadka w modelu oczekiwanej uzytecznosci rang (rank-dependent utility mo-
del), czy (1.13) - sktadka w modelu skumulowanej perspektywy (cumulative



prospect theory); dotychczas zajmowano sie ta tematyka (por. bibliografia). Sa
réwniez wyliczone sktadki z punktu widzenia ubezpieczyciela (sktadka row-
nowaznej uzytecznosci (1.14), sktadka w modelu oczekiwanej uzytecznosci
rang (1.15), czy wreszcie zdefiniowana przez M. Kaluszke i M. Krzeszow-
ca sktadke réwnowaznej uzytecznosci w modelu skumulowanej perspektywy
(1.16). Wreszcie Autor podaje tez definicje tzw. skladki szwajcarskiej (1.18).
Wszystkie te sktadki byly badane w warunkach ryzyka, czyli jak to ujmuje
Autor, pod zalozeniem istnienia przestrzeni probabilistycznej i traktowania
ubezpieczanego zdarzenia jako pewnej zmiennej losowej. Natomiast w sy-
tuacji, gdy wymagamy jedynie istnienia monotonicznej funkcji zbioru, czyli
tzw. pojemnosci (ang. capacity). Jak Autor sam pisze, wycena kontraktéw
ubezpieczeniowych w warunkach niepewnosci nie byta dotad systematycznie
badana (wyjatki cytowane przez mgr. Wojcika to prace [51] oraz [65]).

W Rozdziale 1 Autor wprowadza tez pojecie tzw. rownowaznika pew-
noéci. Jest to w istocie pewna Srednia, a nawet uogolnienie $redniej quasi-
arytmetycznej, ktora byta i jest szeroko badana w teorii rownan funkcyjnych.
W Rozdziale 4 Doktorant dowodzi wynikéw charakteryzujacych funkcje uzy-
tecznosci, dla ktorych rownowaznik pewnosci lub odpowiadajaca mu sktadka
jest jednorodna lub translatywna. Dla srednich quasi-arytmetycznych takie
wyniki charakteryzujace ich generatory bylty zawarte np. ksiazce J. Aczéla z
J. Dhombresem Functional Equations in Several Variables Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1989 (szkoda, Ze ta pozycja nie jest cytowana w
rozprawie). Istotnym osiagnieciem Autora jest wszelako wykazanie, ze jedno-
rodno$¢ (lub translatywnos$é) dla wszystkich zmiennych losowych z rodziny
X jest rownowazna analogicznej wlasnosci dla zmiennych dwuwartosciowych,
czyli nalezacych do rodziny X2. To pozwala ,przettumaczy¢” wspomniang
wlasno$é na réwnania funkcyjne, ktére Autor rozwiazuje, wyznaczajac w ten
sposob odpowiednie funkcje uzytecznosci. Taka jest w zasadzie idea, stoja-
ca za wynikami odnoszacymi si¢ do sktadek obliczanych z punktu widzenia
klienta (nawiasem moéwiac, nie jestem pewien, czy nie nalezatoby rozréznié
tego typu skladek od pozostatych, np. oznaczajac symbolami G, Gy czy
Gluwpy) - to jednak jest tylko taka uwaga na marginesie). Jednak mimo
ze idea jest czytelna, to Autor stosuje ja w odniesieniu do bardzo ogdlnych
wielkosci, zaleznych od pojemnosci p i v. Oczywiscie, wymaga to drobiazgo-
wych i przeprowadzonych w rozprawie rozumowan, poniewaz tutaj mamy do
czynienia z operatorami agregacji E, E, i E(, ), gdzie te ostatnie s catkami
Choqueta wzgledem pojemnosci p i v.

Sktadki drugiego rodzaju (z punktu widzenia ubezpieczyciela) sa rozpa-
trywane przez mgr. Wéjcika w Rozdziale 5. Tutaj juz nie mozna ,wyliczy¢”



na ogét sktadki Hy, ). Da sie jednak wykazac, ze jesli para (u,v) spelnia
warunek (2.15), to istnieje doktadnie jedna taka liczba H(,,,.), Ze spetniony
jest warunek (5.2), czyli liczba ta jest sktadka zerowej uzytecznosci. Rowniez
w tym przypadku dowodzone sa rézne wtasnosci sktadki, w szczegélnosci
Twierdzenie 5.4 méwi o zwigzku miedzy jednorodnoscig sktadki H, ) dla

X € X[glo) (wyznaczona jest funkcja uzytecznosci, dana wzorem (5.47)) a
analogiczng wlasnodcig dla wszystkich X € AXjg ). Owszem, zaklada sie,
ze pojemnosci p 1 v speliaja warunek (5.31), ale potem przeprowadzona
jest krotka dyskusja, wykazujaca, ze ten warunek jest do$¢ naturalny i w
szczegblnosei spetniony przez pojemnosci fi4 i v, pochodzace od funkcji g i
h, znieksztatcajacych prawdopodobienstwo. Poza tym pojawia sie naturalne

zatozenie (2.15).

Z kolei Rozdzial 6 rozprawy jest poswigcony tzw. sktadkom szwajcarskim
i Autor w spos6b nowatorski analizuje wtasnosci tych sktadek w modelu ocze-
kiwanej uzytecznosci rang w warunkach niepewnosci. Jest to ujecie catkowi-
cie oryginalne. Przypomnijmy, ze sktadka szwajcarska nazywamy rozwigzanie
réwnania (6.3), tj.

u((c = 1) Huew (X)) = Eufu(cHy,en(X) — X)),

gdzie u : R — R jest funkcja ciagla i rosnaca spelniajaca warunek u(0) = 0,
i jest ustalong pojemnoscia, a ¢ € [0,1] jest ustalonym parametrem. P.
mgr Wojcik dowodzi (Twierdzenie 6.1), ze istnieje dokladnie jedna liczba
Hy ) (X) spelniajaca powyzsza rownosé. Nastepnie (Twierdzenie 6.2) bada
nieréwnosci pomiedzy sktadkami H, ¢ ) (X) 1 Hy ey (X) dla pewnych dwoch
funkcji uzytecznosciu, v. Okazuje sie, ze H, ¢ ) (X) < Hy,epu)(X) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje taka funkcja A : (0,00) — (0, 00), ze zachodzi nieréw-
nos¢ (6.9). W Twierdzeniu 6.3 Autor podaje warunek réwnowazny (6.9) (oka-
zuje sie, ze istnieje wtedy taka funkcja wypukta ¢ : u((—o00,0)) — (—o0,0),
ze spelnione sa warunki (6.13) i (6.14)). Twierdzenie 6.4 zawiera warunki
rownowazne roéwnosci sktadek Hy, e,y 1 Hyepy. Jak nalezatoby si¢ spodzie-
wac, jest to rownowazne dodatniej proporcjonalnosci funkcji v i v. Konczace
Rozdziat 6 Twierdzenia 6.5 i 6.6 mowia o jednorodnosci i translatywnosci
sktadki H(y ), W szczegélnosci podany jest ksztatt funkeji u, dla ktorej od-
powiednia wtasnosé¢ zachodzi.

2. Organizacja rozprawy.

Praca jest bardzo obszerna, liczy 99 stron. Mogtaby by¢ krotsza, ale ja-
kiekolwiek jej skrocenie nastapitoby ze szkoda dla czytelnika.



Rozdziat 1 jest wprowadzeniem w zagadnienie. Autor pisze o preferen-
cjach i ich reprezentacjach w warunkach ryzyka (a wiec w modelu zakladaja-
cym istnienie miary prawdopodobieristwa), jak réwniez w warunkach niepew-
nosci (a wiec przy zalozeniu istnienia pojemnosci, pojecia ogélniejszego od
miary). Przedstawione sa réwniez podstawowe sposoby wyceny kontraktéw
ubezpieczeniowych (przy tym, jak pisalem wyzej, wydaje mi sie, ze wyce-
na z punktu widzenia klienta powinna by¢ odrozniona wyrazniej od wyceny
z punktu widzenia ubezpieczyciela - ten drugi punkt widzenia prowadzi do
dalece nietrywialnych rozwazan).

W Rozdziale 2 p. mgr Sebastian Wéjcik przedstawia
a) definicje i przyktady pojemnosci,
b) funkcje mierzalne ograniczone wzgledem pojemnosei,

c) catke Choqueta i uogdlniong catke Choqueta z pojemnosci oraz ich
wtasnosci.

Chociaz ten rozdzial mogtby by¢ pominiety, to jednak Autor zawart tu zwarty
wyktad na temat catki Choqueta, a takze dyskusje ograniczonosci funkcji
mierzalnych. Czytelnik moze si¢ dowiedzie¢, ze stosowane pozniej metody sa
uprawnione i poprawne z matematycznego punktu widzenia. Krotko mowiac,
uwazam inicjatywe umieszczenia Rozdziatu 2 w rozprawie za uzasadniona.

Rozdziat 3 przynosi kompendium informacji na temat rownan i nieréwno-
sci funkcyjnych, stosowanych w rozprawie. Znajdujemy tu gtownie rozwaza-
nia dotyczace rownan Pexidera, ich rozwigzan oraz przedhuzania ze zbioréw
niepustych, otwartych i spojnych. Sa to wyniki Janosa Aczéla (Twierdzenie
3.1) i szereg wnioskow, uzasadnionych przez Autora.

Autor zajmuje si¢ tez wybranymi wtasno$ciami funkcji wypuktych, a
zwlaszeza zwiazku miedzy wypukloscia a ksztaltem podrézniczki (subgra-
dientu) funkcji. Wydaje mi sie, ze dowody naleza do swoistego folkloru, ale
dobrze, ze Autor je zamiescit.

Ostatni podrozdziat Rozdziatu 3 traktuje o bardzo waznym z punktu wi-
dzenia metod stosowanych pdzZniej, pojeciu quasi-odchylenia (quasi-deviation),
wprowadzonym przez Zsolta Pélesa i badanym poza tym przez m.in. Zolta-
na Daroczyego i Laszld Losoncziego. 7 pojeciem quasi-odchylenia zwigzane
jest pojecie tzw. sredniej uwiktanej. Na wage tego pojecia w matematyce
aktuarialnej zwrocit uwage Jacek Chudziak. Nalezy dodaé, ze recenzowana
rozprawa w znacznym stopniu nawigzuje do metod i wynikow uzyskanych
przez J. Chudziaka, jednoczesnie stanowiac ich istotne uogélnienie.



Rozdzial 4 jest zatytulowany ,Réwnowaznik pewnosci” i zgodnie z ty-
tutem poswiecony jest temu pojeciu. Jak juz pisalem wyzej, rownowaznik
pewnosci (r.p.) mozna traktowaé jak uogélnienie $redniej quasiarytmetycz-
nej, generowanej przez funkcje uzytecznosci. Twierdzenie 4.1 méwi o istnieniu
i poprawnosci okreslenia. Dalej Autor podaje charakteryzacje rownosci r. p.
(pod pewnymi niezbyt krepujacymi zatozeniami). Okazuje sie, ze réwnosé
r.p. dla X € XI(Z) jest réwnowazna réwnosci r.p. dla dowolnych X € A7 i
réwnosciom (4.13) i (4.14). Dowdd tego faktu oparty jest na wykorzystaniu
rownan funkcyjnych z Rozdzialtu 3. W drugiej czesci tego rozdziatu Autor
zajmuje sie rezultatami pochodzacymi od M. Katuszki i M. Krzeszowca, a
dotyczacymi jednorodnosci sktadki lub jej translatywnosci. Okazuje sie, ze
w pracy [38] podano szereg wynikéw dotyczacych tych kwestii w przypadku,
gdy mamy do czynienia z funkcjami g i h znieksztalcajacymi prawdopodo-
bienstwo, niemniej brak tam charakteryzacji podanych wtasnosci. P. mgr
Sebastian Wojcik uzyskat takie charakteryzacje, wykorzystujac Twierdzenia
4.7 1 4.8, pod znacznie stabszym zatozeniem o funkcjach ¢ i h, zastepujac
ciaglo$¢ warunkiem (4.90).

W Rozdziale 5 Doktorant bada istnienie i jednoznacznosé¢ sktadki zerowej
uzytecznodci. Jest tu pewne nawiazanie do pracy J. Chudziaka [12], gdzie
bada sie istnienie i jednoznacznos¢ sktadki dla dowolnej liczby w > 0, acz-
kolwiek tylko w przypadku w = 0 wystepuje dodatkowy warunek. Tutaj jest
on zastapiony przez (2.15). Méwi o tym Twierdzenie 5.1. Nawiasem méwiac,
przydataby sie jakas uwaga, co sie dzieje w przypadku w > 07

Rozdziat 6 w zasadzie omdéwitem wezesniej.
Uwagi ogolne.

Praca jest napisana bardzo dobrze, pod wzgledem redakcyjnym wys$mie-
nicie. Pojawity sie u mnie nastepujace pytania:

A) Czy Autor zastanawial sie nad rozszerzeniem wynikéw charakteryzuja-
cych funkcje u dla sktadek jednorodnych i translatywnych na przypa-
dek innych, poza rozpatrywanymi, operatoréw agregacyjnych (np. catki
Sugeno)?

B) Ponawiam pytanie o to, co sie dzieje w przypadku dowolnego w > 0 ze
sktadkg rownowaznej uzytecznos$ci w teorii skumulowanej perspektywy?

Uwagi szczegdolowe.

Zauwazytem kilka literéwek, nizej je wypisuje dla informacji Autora.



Str. 18, w. 12 od dotu: powinno by¢ (2.13).

)

2) Str. 18, w. 4 od dotu: powinno by¢ ,jest”.
) Str. 39, w. 7 od géry: nie rozumiem co znaczy ,(3.19) — (3.21)”.
)

Str. 58, w. 7 od gory: powinno by¢ &g o).

Podsumowanie.

Biorac pod uwage szczegodtowa analize dotychczasowego dorobku mate-
matycznego w tej dziedzinie, a takze doceniajac samodzielne dokonania p.
mgr. Sebastiana Wojcika, uwazam, ze praca pt. ,,Zastosowania row-
nan i nieréwnosci funkcyjnych w teorii uzytecznosci” autorstwa p.
magistra Sebastiana Wéjcika w pelni odpowiada wymogom usta-
wowym i zwyczajowym stawianym pracom doktorskim i wnioskuje
o dopuszczenie p. mgr. Wojcika do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
Ponadto, proponuje¢ by opiniowang rozprawe wyroznic.

Maciej Sablik



