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Zastosowania rownan 1 nierownosct funkcyjnych w teorii
uzytecznosct

Praca przedstawiona przez mgr Wojcika dotyczy teorii uzytecznosci. Teoria ta ma cha-
rakter wybitnie interdyscyplinarny i wynika to gltownie z rozlegtosci motywacji z ktorych
czerpie. Podstawowym paradygmatem w mikroekonomii jest pojecie wyboru. Z nim jako
takim zwiazane sa Scisle pojecia: zbioru dostepnych alternatyw i okreslonej na nim relacji
preferencji. Z metodologicznego punktu widzenia najwygodniejsza jest sytuacja, gdy alter-
natywy dadzg sie zaetykietowaé liczbami rzeczywistymi w ten sposob, ze ta opcja otrzyma
wieksza liczbe, ktora jest dla decydenta lepsza. Klasyczna teoria wyboru w warunkach nie-
pewnosci zostala stworzona w latach 40-tych przez (m.in.) von Neumanna i Morgensterna.
O funkcji uzytecznosci Bernoulliego zaktada sie na ogol, ze jest wklesta, co formalizuje i
kwantyfikuje zjawisko awersji do ryzyka. W ramach tego niezwykle atrakcyjnego modelu
decydent wybiera z dostepnych loterii te o najwickszej wartosci oczekiwanej uzytecznosci.
Model uzytecznosci oczekiwanej stosowany jest powszechnie w matematyce finansowej i
aktuarialnej do modelowania zdarzen na rynkach kapitatowych i do zarzgdzania finansami
firm ubezpieczeniowych.

7 poznawczego punktu widzenia teoria uzytecznosci oczekiwanej nie byta jednak ostat-
nim stowem. Juz w latach 50-tych pojawily sie stynne paradoksy Allais i Ellsberga. Najbar-
dziej uznana forma modyfikacji teorii uzytecznosci oczekiwanej jest teoria behawioralna
pochodzaca od psychologéw Tverskiego i Kahnemana (teoria perspektywy). Wychodzi
ona z obserwacji empirycznych, ze czesto decydenci postrzegaja nieracjonalnie mozliwosci
zajscia zdarzen zaréwno mato prawdopodobnych, jak i bardzo prawdopodobnych. Mate-
matycznym wyrazem potrzebnych modyfikacji sa tzw. funkcje zaburzajace prawdopodo-
bieristwo. Jesli zdecydujemy sie na osobne funkcje modyfikujace dla skrajnych centyli to
odpowiednikiem zwyklej wartosci oczekiwanej bedzie uogdlniona catka Choqueta.

I wlasnie catka Choqueta jest gléwnym narzedziem matematycznym w przedstawionej
dysertacji. Jak pisze sam doktorant zasadnicze wyniki zawarte sa w rozdziatach 4-6, a
poczatkowe trzy rozdzialy maja charakter przygotowawczy. Rozdzial 1 zawiera rys histo-
ryczny teorii uzytecznosci oraz podstawowe definicje réznych sktadek ubezpieczeniowych.
Rozdzial II poswiecony jest przedstawieniu tych wlasnosci catki Choqueta, ktore znajda
zastosowanie w rozdziatach kolejnych. Rozdziat III jest kluczowy dla dalszej oryginalnej
czescl pracy. Przedstawiono w nim teorie odpowiednich réwnan funkcyjnych (rownanie
Pexidera), nieréwnosci zwiazane z funkcjami wypuklymi oraz teorie srednich uwiktanych.



W kolejnych rozdziatach autor prezentuje wyniki dotyczace istnienia, jednoznacznosci
i charakteryzacji roznych typow podstawowych sktadek ubezpieczeniowych. Definicje tych
sktadek wywiedzione sg w ramach modelu behawioralnego. Kazdorazowo pojawia si¢ fun-
damentalny problem istnienia i $cisle z nim zwigzany problem jednoznaczno$ci sktadki.
Odpowiednie warunki dostateczne dla istnienia i jednoznaczno$ci rozwazanych skladek
podane sa przy bardzo ogolnych (czyli stabych) zalozeniach dotyczacych modelu — to
oczywidcie zaleta podejscia wybranego przez doktoranta.

Sktadka ubezpieczeniowa (czyli wycena ryzyka) jest przyporzadkowaniem ryzyku fi-
nansowemu pewnej liczby. Pozadane jest, aby takie przyporzadkowanie miato szereg natu-
ralnych wlasnosci typu: jednorodnosé, translacyjnosé, (pod)addytywnosé i inne. Okazuje
sie dos¢ szybko, ze zadna z popularnych sktadek nie ma wszystkich pozadanych wtasno-
Sci, ale kazdorazowo warto zbadaé¢ dla jakiego nastawienia do ryzyka rozwazana whasnosc
zachodzi. Pan Wojcik uzyskuje tutaj ciekawe i nowatorskie rezultaty. Ograniczymy sie
do przedstawienia odpowiednich wynikéw z rozdziatu 6, ktoére dotycza sktadki szwajcar-
skiej. Jest to o tyle uzasadnione, ze sktadka szwajcarska jako jednoparametrowa rodzina
schematow sktadek obejmuje jako szczegolne przypadki skiadke wartosci sredniej ( dla
¢ = 0) oraz sktadke zerowej uzytecznodei (dla ¢ = 1), a im poswiecono osobne rozdziaty 4
i 5. Rozdzial 6 poswiecony jest zbadaniu ,,generycznego” przypadku sktadki szwajcarskiej
tzn. w calym rozdziale zaklada sie, ze ¢ € (0,1). W Tw.6.1 autor dowodzi przy pew-
nych naturalnych zalozeniach, ze istnieje doktadnie jedna liczba H, ., (X) spetniajaca
rOwnanie

u((e = D Huew (X)) = Epfu(cH e (X) = X)),

gdzie X jest wycenianym nieujemnym ryzykiem, u funkcja uzytecznosci majatku, ¢ €
arametrem sktadki szwajcarskie ustalona pojemnoscia, i wreszcie E,, odpowia-
(0,1) parametrem skladki szwajearskicj, 4 ustalona pojemnoscia, i ie £, odpow
ajacy jej ca oqueta. Wlasnie ta liczba H(, . nazywa sie skla szwajcarska.
dajaca jej catka Ch ta. Wiasnie ta liczba H, ) (X y ie sktadks j ka
Kolejne Tw.6.2 dotyczy poréwnywania dwoch sktadek szwajcarskich z tym samym
parametrem c, ale z roznymi funkcjami uzytecznosci u, v. Aby niezaleznie od wycenianego
ryzyka X zachodzita nier6wnos¢

H(uvcvu) (X) > H(vvcyu) (X)

potrzeba i wystarcza, aby funkcje u, v spetniaty nastepujacy warunek:
istnieje taka funkcja A : (0,00) — (0,00), ze

vt —t) —v(et —x) < A()[ulct —t) — u(ct — x)], dla z,t € (0,00).

Dowod jest trudny i korzysta istotnie i nietrywialnie z teorii quasi-odchylen i wtasnosci
$rednich uwiklanych rozwinietych w rozdziale III - kluczowe jest tutaj powotanie sie na
Tw.3.3 o specjalnych nieréwnosciach funkcyjnych. W Tw.6.3 powyzszy warunek zostat
troche przeformutowany w ten sposoéb, ze v jawi sie jako uwypuklenie funkcji u i spet-
niona jest nier6wnosé¢ 6.14, ktorej tu nie reprodukujemy. Nadmienimy tylko, ze jest ona
odpowiednikiem nier6wnosci dla klasycznych wspotczynnikow awersji do ryzyka Arrowa-
Pratta. Potem nastepuje piekny przyklad 6.4, gdzie autor rozstrzyga catkowicie explicite
problem kto sie boi bardziej dla funkcji uzytecznosci typu

u(z) = {—oz(—x)” dla z € (—o0, 0]

z" dla z € (0,00)
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oraz

x® dla z € (0, 00),

o(e) = {—5(—:1;)8 dla z € (—o0, 0]

gdzie «, 5,7, s € (0,00). Mianowicie, na mocy tw.6.2 i1 6.3 decydent z funkcja uzytecz-
nosci u boi sie bardziej niz decydent z funkcja uzytecznosci v, tzn. sktonny jest zaptaci¢
wieksza sktadke za wyceniane ryzyka, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nieréwnosé
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Kolejne Tw. 6.4 jest mniej spektakularne niz powyzsza nieréwnosc¢, ale catkowicie roz-
strzyga problem, kiedy dwaj decydenci u i v maja to samo nastawienie do ryzyka w tym
sensie, ze zawsze sg sktonni zaplaci¢ tyle samo za jego unikniecie. Doktadniej, przy pew-
nych naturalnych zalozeniach, zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje o € (0, 00),
takie, ze

v(x) = au(zr) dlaz eR.

Wreszcie w twierdzeniach 6.5 i 6.6, wienczacych badania wtasnosci sktadki szwajcarskiej
(i cata dysertacje) autor charakteryzuje te nastawienia do ryzyka (via funkcja uztecznosci
u) dla ktorych zachodza (odpowiednio) wlasnosci dodatniej jednorodnosci oraz transla-
cyjnosci. Nie wnikajac w szczegoly zasygnalizujemy tylko, ze przy pewnych naturalnych
zatozeniach dodatnia jednorodnosé charakteryzuje przed chwila rozwazang rodzine funkcji
uzytecznosci z przyktadu 6.4 (typu Tverskiego-Kahnemana), a translacyjnosé charaktery-
zuje rodziny uzytecznosci wyktadniczych i liniowych.

Uwazam, ze wyniki przedstawione przez doktoranta w rozdziale 6 sa interesujace i
stanowia wartosciowy przyczynek do teorii wyceny kontraktow ubezpieczeniowych w be-
hawioralnych modelach podejmowania decyzji. W catej dysertacji doktorant sprawnie po-
stuguje sie metodami réwnan i nieréwnosci funkcyjnych. Wsrod nich bardzo istotna role
odgrywa metoda quasi-odchyleni i srednich uwiktanych. Jest to stosunkowo nowa metoda
w analizie wypuktlej i pan Wojcik swobodnie ja adaptuje do swoich potrzeb — zastuguje
to na docenienie.

Praca napisana jest w przejrzysty, uporzadkowany i celowy sposéb. W pierwszych
trzech rozdziatach wprowadzono pojecia i przytoczono twierdzenia, ktore sa potem inten-
sywnie wykorzystywane w dalszych oryginalnych badaniach doktoranta.

Przed konkluzja warto podkresli¢, ze badania i wyniki doktoranta wpisuja sie w bo-
gata tradycje badan nad réwnaniami funkcyjnymi i ich zastosowaniami, kultywowana w
Polsce (m.in.) przez Chudziaka, Kaluszke, Krzeszowca i Heilperna. Wymienieni autorzy
publikuja swoje prace w najlepszych profesjonalnych czasopismach miedzynarodowych.
Swiatowym klasykiem w dziedzinie rownan i nieréwnosci funkcyjnych byl zreszta profesor
Marek Kuczma (obok Aczela). To wszystko jest posrednia gwarancja, ze rowniez przyszle
wysitki badawcze pana Wojcika beda uwieniczone nowymi ciekawymi rezultatami.

Nie mam watpliwosci, ze dysertacja przedstawiona przez doktoranta spetnia wszystkie
wymogi formalne stawiane przed pracami doktorskimi. Z przekonaniem wnosze o dopusz-
czenie mgr Sebastiana Wojcika do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Mariusz Skatba



