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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Sebastiana Wójcika

Zastosowania równa« i nierówno±ci funkcyjnych w teorii

u»yteczno±ci

Praca przedstawiona przez mgr Wójcika dotyczy teorii u»yteczno±ci. Teoria ta ma cha-
rakter wybitnie interdyscyplinarny i wynika to gªównie z rozlegªo±ci motywacji z których
czerpie. Podstawowym paradygmatem w mikroekonomii jest poj¦cie wyboru. Z nim jako
takim zwi¡zane s¡ ±ci±le poj¦cia: zbioru dost¦pnych alternatyw i okre±lonej na nim relacji
preferencji. Z metodologicznego punktu widzenia najwygodniejsza jest sytuacja, gdy alter-
natywy dadz¡ si¦ zaetykietowa¢ liczbami rzeczywistymi w ten sposób, »e ta opcja otrzyma
wi¦ksz¡ liczb¦, która jest dla decydenta lepsza. Klasyczna teoria wyboru w warunkach nie-
pewno±ci zostaªa stworzona w latach 40-tych przez (m.in.) von Neumanna i Morgensterna.
O funkcji u»yteczno±ci Bernoulliego zakªada si¦ na ogóª, »e jest wkl¦sªa, co formalizuje i
kwanty�kuje zjawisko awersji do ryzyka. W ramach tego niezwykle atrakcyjnego modelu
decydent wybiera z dost¦pnych loterii t¦ o najwi¦kszej warto±ci oczekiwanej u»yteczno±ci.
Model u»yteczno±ci oczekiwanej stosowany jest powszechnie w matematyce �nansowej i
aktuarialnej do modelowania zdarze« na rynkach kapitaªowych i do zarz¡dzania �nansami
�rm ubezpieczeniowych.

Z poznawczego punktu widzenia teoria u»yteczno±ci oczekiwanej nie byªa jednak ostat-
nim sªowem. Ju» w latach 50-tych pojawiªy si¦ sªynne paradoksy Allais i Ellsberga. Najbar-
dziej uznan¡ form¡ mody�kacji teorii u»yteczno±ci oczekiwanej jest teoria behawioralna
pochodz¡ca od psychologów Tverskiego i Kahnemana (teoria perspektywy). Wychodzi
ona z obserwacji empirycznych, »e cz¦sto decydenci postrzegaj¡ nieracjonalnie mo»liwo±ci
zaj±cia zdarze« zarówno maªo prawdopodobnych, jak i bardzo prawdopodobnych. Mate-
matycznym wyrazem potrzebnych mody�kacji s¡ tzw. funkcje zaburzaj¡ce prawdopodo-
bie«stwo. Je±li zdecydujemy si¦ na osobne funkcje mody�kuj¡ce dla skrajnych centyli to
odpowiednikiem zwykªej warto±ci oczekiwanej b¦dzie uogólniona caªka Choqueta.

I wªa±nie caªka Choqueta jest gªównym narz¦dziem matematycznym w przedstawionej
dysertacji. Jak pisze sam doktorant zasadnicze wyniki zawarte s¡ w rozdziaªach 4-6, a
pocz¡tkowe trzy rozdziaªy maj¡ charakter przygotowawczy. Rozdziaª I zawiera rys histo-
ryczny teorii u»yteczno±ci oraz podstawowe de�nicje ró»nych skªadek ubezpieczeniowych.
Rozdziaª II po±wi¦cony jest przedstawieniu tych wªasno±ci caªki Choqueta, które znajd¡
zastosowanie w rozdziaªach kolejnych. Rozdziaª III jest kluczowy dla dalszej oryginalnej
cz¦±ci pracy. Przedstawiono w nim teori¦ odpowiednich równa« funkcyjnych (równanie
Pexidera), nierówno±ci zwi¡zane z funkcjami wypukªymi oraz teori¦ ±rednich uwikªanych.
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W kolejnych rozdziaªach autor prezentuje wyniki dotycz¡ce istnienia, jednoznaczno±ci
i charakteryzacji ró»nych typów podstawowych skªadek ubezpieczeniowych. De�nicje tych
skªadek wywiedzione s¡ w ramach modelu behawioralnego. Ka»dorazowo pojawia si¦ fun-
damentalny problem istnienia i ±ci±le z nim zwi¡zany problem jednoznaczno±ci skªadki.
Odpowiednie warunki dostateczne dla istnienia i jednoznaczno±ci rozwa»anych skªadek
podane s¡ przy bardzo ogólnych (czyli sªabych) zaªo»eniach dotycz¡cych modelu � to
oczywi±cie zaleta podej±cia wybranego przez doktoranta.

Skªadka ubezpieczeniowa (czyli wycena ryzyka) jest przyporz¡dkowaniem ryzyku �-
nansowemu pewnej liczby. Po»¡dane jest, aby takie przyporz¡dkowanie miaªo szereg natu-
ralnych wªasno±ci typu: jednorodno±¢, translacyjno±¢, (pod)addytywno±¢ i inne. Okazuje
si¦ do±¢ szybko, »e »adna z popularnych skªadek nie ma wszystkich po»¡danych wªasno-
±ci, ale ka»dorazowo warto zbada¢ dla jakiego nastawienia do ryzyka rozwa»ana wªasno±¢
zachodzi. Pan Wójcik uzyskuje tutaj ciekawe i nowatorskie rezultaty. Ograniczymy si¦
do przedstawienia odpowiednich wyników z rozdziaªu 6, które dotycz¡ skªadki szwajcar-
skiej. Jest to o tyle uzasadnione, »e skªadka szwajcarska jako jednoparametrowa rodzina
schematów skªadek obejmuje jako szczególne przypadki skªadk¦ warto±ci ±redniej ( dla
c = 0) oraz skªadk¦ zerowej u»yteczno±ci (dla c = 1), a im po±wi¦cono osobne rozdziaªy 4
i 5. Rozdziaª 6 po±wi¦cony jest zbadaniu �generycznego� przypadku skªadki szwajcarskiej
tzn. w caªym rozdziale zakªada si¦, »e c ∈ (0, 1). W Tw.6.1 autor dowodzi przy pew-
nych naturalnych zaªo»eniach, »e istnieje dokªadnie jedna liczba H(u,c,µ)(X) speªniaj¡ca
równanie

u((c− 1)H(u,c,µ)(X)) = Eµ[u(cH(u,c,µ)(X)−X)],

gdzie X jest wycenianym nieujemnym ryzykiem, u funkcj¡ u»yteczno±ci maj¡tku, c ∈
(0, 1) parametrem skªadki szwajcarskiej, µ ustalon¡ pojemno±ci¡, i wreszcie Eµ odpowia-
daj¡c¡ jej caªk¡ Choqueta. Wªa±nie ta liczba H(u,c,µ)(X) nazywa si¦ skªadk¡ szwajcarsk¡.

Kolejne Tw.6.2 dotyczy porównywania dwóch skªadek szwajcarskich z tym samym
parametrem c, ale z ró»nymi funkcjami u»yteczno±ci u, v. Aby niezale»nie od wycenianego
ryzyka X zachodziªa nierówno±¢

H(u,c,µ)(X) ≥ H(v,c,µ)(X)

potrzeba i wystarcza, aby funkcje u, v speªniaªy nast¦puj¡cy warunek:
istnieje taka funkcja A : (0,∞) → (0,∞), »e

v(ct− t)− v(ct− x) ≤ A(t)[u(ct− t)− u(ct− x)], dla x, t ∈ (0,∞).

Dowód jest trudny i korzysta istotnie i nietrywialnie z teorii quasi-odchyle« i wªasno±ci
±rednich uwikªanych rozwini¦tych w rozdziale III - kluczowe jest tutaj powoªanie si¦ na
Tw.3.3 o specjalnych nierówno±ciach funkcyjnych. W Tw.6.3 powy»szy warunek zostaª
troch¦ przeformuªowany w ten sposób, »e v jawi si¦ jako uwypuklenie funkcji u i speª-
niona jest nierówno±¢ 6.14, której tu nie reprodukujemy. Nadmienimy tylko, »e jest ona
odpowiednikiem nierówno±ci dla klasycznych wspóªczynników awersji do ryzyka Arrowa-
Pratta. Potem nast¦puje pi¦kny przykªad 6.4, gdzie autor rozstrzyga caªkowicie explicite
problem kto si¦ boi bardziej dla funkcji u»yteczno±ci typu

u(x) =

{
−α(−x)r dla x ∈ (−∞, 0]

xr dla x ∈ (0,∞)
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oraz

v(x) =

{
−β(−x)s dla x ∈ (−∞, 0]

xs dla x ∈ (0,∞),

gdzie α, β, r, s ∈ (0,∞). Mianowicie, na mocy tw.6.2 i 6.3 decydent z funkcj¡ u»ytecz-
no±ci u boi si¦ bardziej ni» decydent z funkcj¡ u»yteczno±ci v, tzn. skªonny jest zapªaci¢
wi¦ksz¡ skªadk¦ za wyceniane ryzyka, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nierówno±¢

r

s
≥ max

{
1,

αβ + β(1−c
c
)−r

αβ + α(1−c
c
)−s

}
.

Kolejne Tw. 6.4 jest mniej spektakularne ni» powy»sza nierówno±¢, ale caªkowicie roz-
strzyga problem, kiedy dwaj decydenci u i v maj¡ to samo nastawienie do ryzyka w tym
sensie, »e zawsze s¡ skªonni zapªaci¢ tyle samo za jego unikni¦cie. Dokªadniej, przy pew-
nych naturalnych zaªo»eniach, zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje α ∈ (0,∞),
takie, »e

v(x) = αu(x) dla x ∈ R.

Wreszcie w twierdzeniach 6.5 i 6.6, wie«cz¡cych badania wªasno±ci skªadki szwajcarskiej
(i caª¡ dysertacj¦) autor charakteryzuje te nastawienia do ryzyka (via funkcja u»teczno±ci
u) dla których zachodz¡ (odpowiednio) wªasno±ci dodatniej jednorodno±ci oraz transla-
cyjno±ci. Nie wnikaj¡c w szczegóªy zasygnalizujemy tylko, »e przy pewnych naturalnych
zaªo»eniach dodatnia jednorodno±¢ charakteryzuje przed chwil¡ rozwa»an¡ rodzin¦ funkcji
u»yteczno±ci z przykªadu 6.4 (typu Tverskiego-Kahnemana), a translacyjno±¢ charaktery-
zuje rodziny u»yteczno±ci wykªadniczych i liniowych.

Uwa»am, »e wyniki przedstawione przez doktoranta w rozdziale 6 s¡ interesuj¡ce i
stanowi¡ warto±ciowy przyczynek do teorii wyceny kontraktów ubezpieczeniowych w be-
hawioralnych modelach podejmowania decyzji. W caªej dysertacji doktorant sprawnie po-
sªuguje si¦ metodami równa« i nierówno±ci funkcyjnych. W±ród nich bardzo istotn¡ rol¦
odgrywa metoda quasi-odchyle« i ±rednich uwikªanych. Jest to stosunkowo nowa metoda
w analizie wypukªej i pan Wójcik swobodnie j¡ adaptuje do swoich potrzeb � zasªuguje
to na docenienie.

Praca napisana jest w przejrzysty, uporz¡dkowany i celowy sposób. W pierwszych
trzech rozdziaªach wprowadzono poj¦cia i przytoczono twierdzenia, które s¡ potem inten-
sywnie wykorzystywane w dalszych oryginalnych badaniach doktoranta.

Przed konkluzj¡ warto podkre±li¢, »e badania i wyniki doktoranta wpisuj¡ si¦ w bo-
gat¡ tradycj¦ bada« nad równaniami funkcyjnymi i ich zastosowaniami, kultywowan¡ w
Polsce (m.in.) przez Chudziaka, Kaªuszk¦, Krzeszowca i Heilperna. Wymienieni autorzy
publikuj¡ swoje prace w najlepszych profesjonalnych czasopismach mi¦dzynarodowych.
�wiatowym klasykiem w dziedzinie równa« i nierówno±ci funkcyjnych byª zreszt¡ profesor
Marek Kuczma (obok Aczela). To wszystko jest po±redni¡ gwarancj¡, »e równie» przyszªe
wysiªki badawcze pana Wójcika b¦d¡ uwie«czone nowymi ciekawymi rezultatami.

Nie mam w¡tpliwo±ci, »e dysertacja przedstawiona przez doktoranta speªnia wszystkie
wymogi formalne stawiane przed pracami doktorskimi. Z przekonaniem wnosz¦ o dopusz-
czenie mgr Sebastiana Wójcika do dalszych etapów przewodu doktorskiego.

Mariusz Skaªba
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