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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ DRA SEAWOMIRA PRZYBYLO
pt. Algcbry wolne w pewnych rozmaitosciach freqowskich gencrowanych
przez algebry trazyelementowe.

Cel i charakter rozprawy

Recenzowana rozprawa dotycay rozmaitosci fregowskich, Rozmaitos¢ T algebr (z wyrdznionym sta-
tym termem 1) jest fregowsko jesli dla kazdej algebry A & F jej kongruencje sa jednoznacznie
wyznaczone przez klasy abstrakeji termu 1 i kazdy element @ € A jest jednoznacznie wyznaczony
przez kongruencje giowna generowang preez pare (1,a). Preyktadami rozmaitoscei fregowskich si
rozmaitosel algebr Boole'a, algebr Heytmga, polkral Bronwera, algebr rdwnowaznosciowych oraz
algebr Hilberta. Sa to algebraiczne odpowiedniki réznych fragmentow logiki klasycznej, intuicjoni-
styeznej i logik podrednich. Rozmaitodei fregowskie sa kongruencyinie modularne, wiee w badanin
wewnetrzne) struklury algebr istolng role odgrywa Leorin komulalorow.

Glownym celem pracy bylo podanie konstrukeji algebr woelnyeh w wybranyeh rozmailoSciach fregow-
skich generowanych przez algebry trzyelementowe. Wyniki te wykorzystano do policzenia wolnych
spektréow rozwazanych rozmaitosci. W pracy omdéwiono rozmaitosci generowane przez:

e algebrg rownowaznosciowy # iloczynem na clementach regularnyel R (Rozdzial 2.).

e algebre réwnowaznosciows z iloczynem na elementach gestyeh D (Rozdzial 3.).

e liniowa algebre Hilberta z supremum 3 (Rozdzial 4.).
Sa to algebry typu (2.2,0) z porzadkiem lniowym. Rozmaitoser V(R) 1 V(D) sa kongruency)-
nie permutowalne (ale nie sa kongruencyjnie dystrybutywne), natomiast rozmaitosé V(3) (w pracy
vznaczana Jako HLY ) jest rozmaitodgeiy kongrmeneyjnie dystrybutywng (ale nie kongrueneyinic per-
mutowalna). W rozdziale 2. i 3. rozwinigto metody przedstawione przez promolorke rozprawy, dr
hab. Katarzyne Korwin-Slomezyiska w pracy Free spectra of linear equivalential algebras, The
Jowrnal of Symbolic Logic 70(4) (2005}, 13411358, Rozdzial 4. powstal na podstawie artvkulu
doktoranta i jego promotorki Free finately generated tinear Hilbert algebras with supremam opubli-
kowanego w Journal of Multiple-Valued Logic and Soft Compulting 28(1-2) (2017}, 135-156.

Schemat postgpowania przedstawiony w rozprawie jest nastepujacy. Dla algebry A z danej rozma-

itodel fregowskie] konstruuje sig jej sakislet Cm(A), czyli strukture relacying na zhiorze wszystkich

kongruencji §cifle A-nierozkladalnych w kracie kongruencji algebry A, W szkielecie wyrdzima sie
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rodzing pewnych podzbiorow H{A) i wprowadza na niej odpowiednie operacje, tak aby uzyskac
algebre izomorficzna z A. W ten sposob otrzymuje si¢ Twierdzenie o reprezentacji. Potrzebna
jest jeszeze praktyvezna metoda konstrukeji szkieletu dla algebry wolnej w danej rozmaitosci, W
przypadku algebr o 0 generatorach wolnyeh v rozmaitosei V(R ) 1 V(1] opiera sie ona na pewnej
strukturze relacyine zdefiniowane] na rodzine lancuchow co nagwyze) dwuoelementowyceh w zhiorze
UL evem]) =l 1) uporzadkowanym przez relacie inkluzji. Algebra I(FR(3)) jest wiedy
algebra zbudowang na zbiorach dxicdxieznyeh (analogicznie dla H(Fp(3))). W rozmaitodci HLY -
szkielet ulozsamia sig ze zbiorem pewnych funkeji ze zbiorn wolnych generatorow algebry wolnej w
zbior trzyelementowy, z kolei algebre 7{(Fy(3)) - 2 rodzing podzbiordw antylancuchow, ktore odpo-
wiadaja sumom (supremum) wolnych generatoréw, Taka reprezentacja poawala na skonstruowanie
algebry wolnej i policzenie jej elementdw.

Struktura rozprawy

Rozprawa sklada si¢ ze Wstepu, czterech rozdzialéw i bibliografii, Rozdzial pierwszy podaje pod-
stawowe windomosdel z algebry uniwersalnej. teorii komutatordw, rozmaitodci fregowskich, algebr
Hevtinga i ich redokiow.

Rozdzialy 2. i 3. dotycza algebr. ktore generuja kongruencyjnie permutowalne rozmaitosei fregow-
skie. Wiadoma bylo {([29] zpodnie # numeracjy w Bibliografii umieszezonej w rozprawie), ze w przy-
padku nognika dwuelementowego istniejg dwie takie wielomianowo nierdwnowazne algebry, ogélnie
- dla skonczonego zbioru jest ich skonczona liczba, We Wprowadzeniu do rozdzialu 2. rozprawy Au-
tor pokazal, ze istnicja cztery mozliwe schematy algebr okredlone na zbiorze o trzech elementach.
o roznych klonach wielomianow (naturalny porzgdek na kazdej 2 nich tworzy tancuch). Jako przy-
klady dwach z ezterech mozliwyveh zachowan komutatora mozna podad algebre rownowaznosciows
i polkrate Brouwera i takie rozmaitodcei sy juz dobrze zbadane. réwniez w kontekécie konstrukcji
algebr wolnyeh i policzenia ich wolnycl spekirow. Aulor skupit sie wige na dwaoch pozostalych przy-
padkach - jako prayklady zaproponowal pewne redukty trzyelementowe) algebry Heytinga: algebre
réwnowaznosciows z iloczynem na elementach regularnych R (Rozdzial 2.) oraz algebre rownowas-
nodciowa z iloczynem na elementach gestych D (Rozdzial 3.). Pokazano, ze rozmaitoéci V(R) oraz
V(D) sq tregowskice. Sa one kongruencyjnie permutowalne, poniewaz maja term Malcewa. Pokazano
tukze, ze algelny R 1D nie sg wielomanowo rownowazne ze soly, ani 2 trzyelementowy algebrg
rownowaznosciows ani z trzyelementows poltkrata Brouwera (Wniosek 2.13 1 3.9). Przy konstrukeji
algebr wolnych wzorowano si¢ na metodach przedstawionych we wspomnianej powyzej pracy pro-
motorki ([44]), przy czym tam badano algebry réwnowaznoseiowe typu (2). a w rozprawie - algebry
rownowaznosciowe # dodatkows binarng operacjg 1 wyrdaniong staly, czyli algebry typu (2,20},
wige nie bylo to automatyczne przeniesienie. Twierdzenia o reprezentacji 2.43 1 3.27 wymagaly od-
powiedniego zdefiniowania dodatkowych operacji wprowadzonych do algebry réwnowaznosciowej,
w taki sposab, aby izomorhizm 2 pracy 44] rozszerzyt sie do izomorfizmu algebr rozwazanych przez
Autora. Zehy usprawnic zliczanie elementow, szkiclel podziclono na dwie czesei (prawa - odpowie-
dzialng za kongruencje abelowe i lewa - za pozostale). Podano konstrukeje algebry wolnej o jednym.
dwoch i trzech generatorach oraz wzor na wolne spektrum rozmaitosci V(R) i V(D), przy czym ta
druga wymagala znacznie bardziej zaawansowanych obliczen.

W rozdziale 4. badano skoficzone wolne liniowe algebry Hilberta z supremum. Jest to podrozmaitosé
algebr Hilberta z supremnm generowana przez trzvelementows algebre. nadal rozmaitos¢ fregowska,
ale juz nie kongruencyjnie permutowalna tylko kongruencyjnic dystrybutywna, liniowosé zapewnia



lokalna skonezonose. Te wynikn zivwarto we wspolne) pracy Aulora z promolorka [37]. Metoda po
stgpowania jest zgodna z przedstavionym powyzej schematem. Podrozdzialy 4.1-4.4. dotyczg algebr
Hilberta z supremum (bez ograniczenia wysokodei), zaréwno liniowych, jak i nieliniowych. Pokaza-
no, gdzie zalozenie o lintjowosci jest niezbedne. Glownym wynikiem w lej czeSel jest Twierdzenic
o reprezentacji 4.18 sformulowane dla algebr wolnych w rozmaitosci liniowych algebr Hilberta z
supremum HLY § Stwierdzenie 4.19, ktére podaje wzér na wolne spektrim rozmaitodei 9£Y, W
rozdzinle 4.5 zastosowano te wiyniki do rozmaitosei H [,'3'5‘:, co pozwalile skonztrnowad algebry wolne
o jednym, dwoch 1 trzech wolnyeh generatorach oraz wyznacayG wzory asymptotyezne na wolne
spektrum rozmaitosei HLY | MLy (algebr bez dodatkowe]j operacji supremum w typie). Do zna-
lezienia tych oszacowan wykorzystano wzér wyprowadzony w Twierdzeniu 4.22. W podrozdziale
4.6 pordwnano wolne spektra roznyeh rovmaitosei tregowskich generowanyeh przez treyelementowe
lanicuchy, wyniki otrzymane w rozprawie dla rozmaitoscr VIR), V(D). HLY zestawiono ze zhanyini
wynikami dla HLy, rozmaitoéei liniowych pétkrat Brouwera o wysokoéei 3 oraz rozmaitoéei linio-
wych algebr Hevtinga o wysokosdei 3.

Praca konezy sig Bibliogratia, w ktdre] umieszezono 47 pozyeji

Uwagi do kolejnych rozdziatow
Watep jest dobrze napisany i prackonujaco wyjadnia motywacje prowadzonych badan,

Materiat w rozdziale 1. zostal starannie dobrany, adpowiednio wywazono proporeje pomigdzy pre-
zentowanymi zagadnieniami. Nie uniknieto pewnych usterek, czesto wynikajacych z nieuwaznego
kopiowania kolejnych fragmentdw. W Definicji 1.13 nieprawidlowo zdefiniowano projekeje (zamiast
T;(a1, ..., a,) powinno by¢ 7, (a), gdzie a < [[;c; A, ). w definicji kongruencyjnej permutowalnosei
zamiast operacji Vv powinna by operacja skiadania relacji, na str. 11 w o delinigji zlozenia dzialan
zaczeto numerowad od @ zamiast od 1, poznie) przekopiowano to na strong 12 (definicja identyczno-
seil. Spotkalamn sic raczej 2 nazwa dzialanic tesrnowe, nie = fermalne np. artvkul Ko Glazka Pojecia
wiezaleznaiei w wjeein algebrascznym - ogolny sehemat Marczewskiego w Wiadomodciach Matema-
tycznych XXXIV (1998), ale wiem, ze thumaczenia na polski sa problematyczne. Wydaje mi sie. 2e
bardziej naturalne byloby wprowadzenie terméw i dzialan termowych, a potem klonéw - odwrotnie
niz zrobiono w pracy. Na stronie 16. uzyto oznaczenia »/p na najwickszq kinsg abstrakep. réozng od
1/, w Afp - to nie jest dobre oznaczenie, bo ono kojarzy sie z kasq abstrakcji elementu + (bez
dodatkowych zalozen), wiec lepiej bylo zostad przy vznaczeniu z pracy [45] tzn. +,.

W rozdziale 2. 1 3. mozna bhylo podad tabelki dzialan «. », d w algebrach R i D. O ile w innych
miejscach rozprawy algebre podaje si¢ jako krotke uporzadkowana, to algebry R, D. 2, 2”35 turaj
podane jako zbiory (nawias zewnetrzny { }). Prawa i lewa strong zbioru Cm{A) lepiej bylo vana-
ezy¢ innym symbolem niz zwykle P i L, sdyz pozoie) czytelnik zapoming, ze to mialy by¢ pewne
specjalne zbiory. Niepotrzebnie podano Definicje 2.25 i 3.15, ktore powtarzaja Definicje 1.63. Oczy-
widcie, stale w typie nie zmieniaja kongruencji, ale zaréwno Twierdzenie 2 43, jak i Twierdzenie
3.27 powinny by¢ slormudowane dla algebr typu (2.2,0) a w obu przypadkach algebra J((A) jest
algebra tvpu (2,2) (nie wyrozniono stalej).

Ruozdzial 4., jest napisany najstarannie], prawdopodobnie dlatego, ze wykorzystuje juz zrecenzowana
publikacje. Przez L {w poprzeduich rozdzialach oznaczenie odnoszace si¢ do lewej strony szkieletu)
oznaczono izomorfizm porzadkowy w Stwierdzeniu 4.12 a nastepnie zbior w Stwierdzenin 4.15. Po-
winno zastozowad sie inne oznaczenia.



W Bibliografii pojawia sie prawie 20 pozyeji, kidre nie sy eytowane w rozprawie. W przypadku
niektarych np. (231, [32] 1 [37] (na te) pracy opiera sig rozdzial 1. !) mozna latwo wskazad miejsca,
sddzie powinny sig pojawic odpowiednie odnosniki - podano tam referencje bez numerdw, Wszystkie
prace wymienione w Bibliografii s zwiazane z tematyka rozprawy i referencje do nich moglyby
zostad wplecione w narracje. ale pozyeje, dla ktérveh tego nie zrobiono. powinny zostaé usuniete

Ocena rozprawy

Mimo powyzszych wwag oceniam rozprawe pozvtywnic. Rogprawa pokazuje, ze Autor posiada ob-
gzerng wiedze z zakresu rozmailoder lvegowskich, Podoba mi sig Wstep, Wprowadzenia do kolejnych
rozdzialow i liczne komentarze Autora wplecione w rozprawe, ktdre wskazuja na dobre zrozumienie
tematu, motywacji badan i adekwatnie odnosza rozwazane algebry do adpowiednich logik. Szeze-
gélnie starannie opisano role rozmaitosen linowyeh algelr Hilberta 2 supremum w o algebraizac)
pewnyeh logik wrosdziale 4. 1 szkoda, 2e nie zrobiono czegos§ podobnego w praypadku rozmaitosci
V(R) it V(D] {wspomniane tylko w rozdziale 1. przed Definicja 1.54, Ze elementy regularne i geste
odgrywaja duig relg w algebraizacji logiki intuicjonistyveznej). Brakuje przeciwwagi dla Wstepu
czyli krotkiego Podsumowania. Mozna bylo je latwo stworzyé wykorzystujae Uwage 4.28 i pod-
rozdzial 4.6 i uzupelniajye jo o rozwazania (pojawiajgee sie¢ womnyel nnejscach pracy) dotyezgee
mozliwoéei kontynuac)i badail rozpoczetych w rozprawie, a takze dyskusji ograniczen stosowanych
metod,

Schemat postepowania wykorzystany w pracy jest naturalny i standardowy, wymaga jednak do-
brego zrozumienia wlasnoéei badanych algebr. Cenne sg przyklady konstrukeji algebr welnych o
jednym, dwoch lub lizech generatorach w rozwazanych rozmaitosciach w oparciu o wypracowane
konstrukeje, Wyznaczanie wolnych spektréw rozmaitodei algebr jest istotnym kierunkiem badan
w algebrze uniwersalnej, $cifle zwiazanym z Teorig Kongruencji Oswojonych wprawadzona przez
Hobhy'ego i MeKenzicgo, Wyniki Autora wpisuja sig wige w nurl badan interesujaey dla mnych
badaczy. Uzvskanic wzorow 1 oszacowadl na wolne spektra wymagalo pomyslowosci i sprawnego
warszlalu oblicacmowego,

Podsnmownjge, stwierdzam, Ze recenzowana rozprawa spelnia zardwno ustawowe, jaki i zwyezajo-
we wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszezenie Pana doktora Stawomira
Przybylo do dalszych etapow przewodn doktorskiego,
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