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Krakow, 2 wrzesnia 2020

Recenzja rozprawy doktorskiej Stawomira Przybyto

pt. Algebry wolne w pewnych rozmaitosciach fregowskich
generowanvch przez algebrv trzyelementowe

Recenzowana praca doktorska zawicra orvginalne wyniki Stawomira Przyvhylo, czg-
gciowo otrzyvmane wspolnie z promotorem, dr hab. Katarzyna Korwin-Stomezyiska.
Ten wspolny wyvnik zostal juz opublikowany {w ezasopigmic o umiarkowanej renomice)
Jako praca:

e Slawomir Przybyto and Katarzvna Slomezyniska,

Free Finitely Generated Linear Hilbert Algebras with Supremum,

Journal of Multiple-Valhied Logic & Soft Computing, 29(2017), 135 156.
Zawartosé tej publikacji stala si¢ podstawa Rozdzialu 4 rozprawy doktorskiej. Po-
dobnie jak i w pozostalvch rozdzialach bada si¢ tu rozmiar algebr wolnveh. Whrew
tvtulowi calej rozprawy nic ma tu ograniczenia do rozmaitosdei generowance] algebra
trojelementowa. Rozwazane tu algebry to tzw. algebry Hilberta stanowiace naturalng
semantyke algebraiczna dla czyvsto implikacyjnego fragmentu logiki intuicjonistycz-
nej ale z dodatkowym wymaganicm, by naturalny porzadek implikacyjny dopuszczal
skoriczone suprema. Algebry takic (po wzbogaceniu o binarna operacje supremum)
stanowia dos¢ cickawy przyklad rozmaitosdei fregowskicj. Nie jest to rozmaitosc lo-
kalnie skonczona - juz algebra 2-wolno generowana nie jest skonczona. Dlatego po-
czynione zostalo ograniczenie do waznej podrozmaitosci zawierajacej wszystkie skoni-
czone (lub inaczej méwiac choc¢ jedna nieskoriczona) algebry liniowo uporzadkowane
ich naturalnym porzadkicem.

Ograniczenie takie, wraz z kongruencyjna dystrvbutywnoscia. daje bardzo przejrzy-
sta teorig¢ strukturalng algebr skoniczonych i pozwala na tadny atak (w Stwicerdzeniu
4.19) na wolne spektrum w tej rozmaitosei przy uzycin dosé klasveznyceh i tradyeyjnyeh
metod ustalania zaleznosel (umiescowienia woroli dorazow) migdzy (skonezonyvimi) al
gebrami podprosto nierozkbadaluymi.

Sita tych metod jest szezepolnie dobrze widoczna w rozmaitosel generowanej algehra
trayelementows. Podobmnie jak 1 w Rozdzialach 2-3 widaé tu bardzo dobre zrozumienie
struklury badanveh algebr.
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Zanwazalnie glebsze metody zostaly uzyte w pierwszej czedel rozprawy (rozdzialy
21 3), gdzie badane algebry nie pochodzg z rozmaitodei kongruencyjnie dystrybu-
tywnych i pgdzie naturalna koordynatyzacja jest utrudniona (jak np. w przypadku
przestrzeni wektorowyeh ). Jednak dzigki wypracowanym wezedniej metodom (przez
promaotora i autora tej reeenzji) determinujgeym strukture algebr z permutowalnych
rozmaitosel fregowskich, koordynatvzacje taka mozna imitowa¢ w inny sposob. Autor
podejmuje wige skuteeznie to wyzwanie i uzywa do dokladnego wyznaczenia rozmia-
row algebr wolnych. Jest to tvin cickawsze, ze méwimy tu o wyznaczeniu dokladnych
wartosci funkeji podwojnic wykladniezyeh. Uswiadamiajac sobie, Ze problem wolnego
spektrum dla krat dystrybutywnych (rozmaitosci generowanej jedng dwuelementows
algebra) jest weiaz otwarty, widad¢ ze badania takie nie sa trywialne. Zwlaszeza, ze to
ostatnie nieznane wolne spektrum jest bardzo istotne dla teorii obwoddw liczacych -
jest to bowiem liczba n-argumentowych monotonicznych funkeji booleowskich.

Bardzo tadnic widac¢ t¢ teori¢ strukturalng w dzialaniu zwlaszcza w Rozdaiale 2.
Cho¢ nic jest to powiedziane wprost (a szkoda) wyvznaczenie tu wolnego spekirim
sprowadza si¢ do policzenia ile jakich algebr produktem nierozkladalnyeh weliodz w
sklad (jako produkt) n-generowanej algebry wolnej. Tu (pod tym wzgledem) sytuacja
jest duzo prostsza, gdyz takie algebry produktem nierozkladalne maja roamiary 2' +1
(przy 0 < r < n—1). Pozostaje wige jedynic wyznaczy¢ licabe wystapien kazdej takiej
algebry w produkeie. co w istocie zostato bardzo tadnie (cho¢ implicite) zrobione.

Wyznaczenie wszystkich n gencrowanych algebr produktem nierozkiadalnyeh jest
znacznie trudniejsze w sytuacii rozwazanc] w rozdziale 3. Tu wolne spekirum jest
trudnicjsze do policzenia, ale 1 to zostato zrobione w sposob dowaodzaey kompetence)
autora do prowadzenia badan naukowych.

Uwagi krytyczne.

o Walep rozprawy zawiera zdame W oostalnun fragmencie pracy zostanie przed-
stawione pordunanee mocy algebr wolnych genevowanych przez trzyelementowe
taricuchy. . .. Niestety glowng wada takicgo poréwnania jest brak konsckwen-
¢ji w dopuszezeniu (ezesto implicite) statyeh w startowej algebrze (trzyele-
mentowej) lub (bardzicj explicite) wiclomianowyveh rzutowan na ich zbiory
minimalne

o Moze warto bytoby sie pokusié o wyznaezenic n-generowanych algebr produk-
tem merozktadalnyveh rowmez w sytuaeji rozwazanej w rozdziale 3.

o Praca jost napisana dosé ezysto, chod w swej narracii jest bardzo przegadana.

o Mimo swey relatywne) ezystosel, nie ustrzezono sie¢ bledéw tvpograficznych,
jak np.

Uy: w micjeer n-arncgo winno bvé: n-arnego

1th: w micjee: n-arnego winno byé: n-arnego

15, w miejsce: algebry Boole'a winno byé: algebr Boole'a

26': w micjsce: dowodzi punktowi 2 winno byé: dowodzi punktu 2



A1%: (i dalsze linie) — przedzial byl oznaczany wezesnie) (np na stronie 35)
jako I, 3] a nie jak tu o, 4]
jak 1 drobuveh bledow merytorvezno-tvpograficznyeh, jak np.:
10 w miejsee #, W, = 0,V #, winno byt #, 0y, = B, 06,
11Y7: tu (i czesto dalej, np 120 124 127 19w micjsee indeksn 2 winno
hyé 1,
20°%: przy takiej rozwlektodei pracy razi ezasem brak definicy nicktoryeh
pojed. np. tn nie zdeliniowano =g
20%: warto tu micé slabg inkluzjc Fa C Fg
23" w micjsce: najmnicjsza podrozmaitoseig winno byé: najmnicjsza nie-
trywialng podrozmaitoseig
345 formalnie fraza: pod jakimi elementami znajduja sie kongruencie nie
ma sensi
46150 nie doszukalem sie w rozprawie deflinicji Scislej A-nicrozkladalnosei
905: nic jest jasne czvin jest V
Przedstawione uwagi krytyczne (a zwlaszeza te o bledach typograficznych) nic obni-
zaja mojej oceny rozprawy doktorskicj. Oceniam ja jako spelniajacy stawiane takim
rozpraworm wymagania ustawowe, cho¢ w stopniu jedvnic zadawalajacym. Zaatako-
wano bowiem relatywnic latwy (acz otwarty) problem, uzyto standardowych metod i
otrzvmano przewidywalne wyniki,

Wymiki otrzymane przes Slawomira Przyvbyvlo (acz me nadmiernie glebokie) sa jed-
nak ladne 1 stanowig konsckwentne studinm struktury algebr w malych rozmaitoseiach
algebr fregowskich. Autor wykazal sie dostateczng sprawnosen techmezna, znajomo-
geiy hteratury 1 metod badawezyeh, Pokazal, ze potrafi wykorzystywaé 1 adaptowaé
poznawane metody w rozgwazanych przez sicbie svtuacjach.

Pozwala mi to wnosié o dopuszezenie magistra Stawomira Przybyto do dal-

szych etapow przewodu doktorskiego.



